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1. 证明下列⾮线性平流⽅程
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0

在周期或刚壁边界条件下, 仍然具有⼀次、⼆次、· · · 守恒性:

∂

∂t

∫ b

a
[u(x, t)]ndx = 0 (n = 1, 2, · · · )

即证明该⽅程在周期或刚壁边界条件下具有⽆穷个守恒性.

证明: 将⽅程两边同时乘以 nun−1, 从⽽可以得到

nun−1∂u

∂t
+ nun

∂u

∂x
= 0

∂un

∂t
+ nun

∂u

∂x
= 0

在⽅程两边同时对 x 积分，积分区间为 [a, b], 从⽽有
∫ b

a

∂un

∂t
dx+

∫ b

a
nun

∂u

∂x
dx = 0

∂

∂t

∫ b

a
undx+ n

∫ u(b)

u(a)
undu = 0

∂

∂t

∫ b

a
undx+

n

n+ 1
un+1

∣∣∣u(b)u(a) = 0

从⽽有
∂

∂t

∫ b

a
undx = − n

n+ 1
un+1

∣∣∣u(b)u(a) = − n

n+ 1
[u(b)]n+1 +

n

n+ 1
[u(a)]n+1
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若 u 满⾜周期边界条件，则有 u(a) = u(b); 若 u 满⾜刚性条件，则有 u(a) = u(b) = 0。
⽆论哪种边界条件，都有

∂

∂t

∫ b

a
undx = − n

n+ 1
[u(b)]n+1 +

n

n+ 1
[u(a)]n+1 = 0 (n = 1, 2, · · · )

即
∂

∂t

∫ b

a
[u(x, t)]ndx = 0 (n = 1, 2, · · · )

从⽽可以说该⾮线性平流⽅程 ∂u
∂t + u∂u

∂x = 0 在周期或刚壁边界条件下具有⽆穷个守恒
性.

2. 请推导求解下列⽅程的差分格式的守恒性
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= 0 ⇒ ∂u
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3

(
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⇓
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(其中 ū
k+ 1

2
i =

uk
i +uk+1

i
2 )

即证明该差分格式在周期或刚壁边界条件下具有⼀次和⼆次守恒性.

证明:
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两边从 1 到 N 求和，有
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若具有周期边界条件，则有 ū0 = ūN , ū1 = ūN+1; 因此将将上式左端第⼆项求和部
分展开，有
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k+ 1

2
1 ū
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故该差分格式具有⼀次守恒性。
下⾯证明该差分格式具有⼆次守恒性。在原始差分格式两边同时乘以 uk+1

i + uki (即
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ū
k+ 1

2
i−1

)2

2h

⎞

⎟⎟⎟⎠
= 0

两边从 1 到 N 求和，有
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注：刚壁条件下不满足一阶守恒
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若具有周期边界条件，则有 ū0 = ūN , ū1 = ūN+1; 若具有刚性边界条件，则有
ū0 = ūN = 0. 因此将上式左端第⼆项求和部分展开，有
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ū
k+ 1

2
1

)2

+ ū
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ū
k+ 1

2
N+1

)2

−
(
ū
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故该差分格式具有⼆次守恒性。
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