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1. 假设 p 是分布在 0 到 1 之间的均匀分布 (UniformDistribution), 即关于 x 的概率密度函

数 p 满⾜: x 在 0 和 1 之间时 p(x) = 1, 其余 x 取值时 p(x) = 0。推导关于 p 的两个⽆关采样

x1 和 x2,其平均值的分布与⽅差特征。并使⽤MATLAB验证多次采样下的均值分布趋近于正态分布。

⼀般来说，多次采样的均值和⽅差的⽆偏估计分别为

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

从⽽有，当 n = 2 时，均值为

x̄ =
x1 + x2

2

⽅差为

s2 =
1

2− 1

(
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2

)
=

(x1 − x2)
2

2

下⾯⽤ MATLAB 验证多次采样下的均值分布趋于正态分布, 如图??所⽰，当采样点个数为 1 时，样
本是均匀分布，随着采样点的数⽬增加，⽐如说增加到 30 时，所有样本点的均值已经趋于正态分布。

2. 设定基于随机变量 x 的 n 个采样的偏斜度 (Skewness) 样本估计为:

b1 =
m3

s3
=

1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)3[
1

n−1

n∑
i=1

(xi − x̄)2
] 3

2

其中 xi 为 x 的第 i 个采样, ⽽ x 为其样本均值。对以下问题进⾏说明:
1) b1 是否为对真实偏斜度的⽆偏估计;
2) b1 是否能正确估计概率密度分布的偏斜度其符号 (即左偏或右偏).
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图 1: 中⼼极限定理的验证

(1) b1 不是为对真实偏斜度的⽆偏估计, 原因如下：随机变量 X 的偏斜度 γ1 的定义为:

γ1 =E

[(
X − µ

σ

)3
]
=

E
[
(X − µ)3

]
σ3

=
E
[
X3 − 3X2µ+ 3Xµ2 + µ3

]
σ3

=
E
[
X3

]
− E[3X2µ] + E[3Xµ2]− E

[
µ3

]
σ3

=
E
[
X2

]
E[X]− 3µE[X2] + 3µ2E[X]− µ3

σ3

=
(µ2 + σ2)µ− 3µ(µ2 + σ2) + 3µ3 + µ3

σ3

=
−2µσ2

σ3
=

−2µ

σ

2



E(b1) = E

 1
n

∑
i = 1n(xi − x̄)3[

1
n−1

∑
i = 1n(xi − x̄)2

] 3
2

 =

1
n

n∑
i=1

E(xi − x̄)3

E(s3)
=

E(xi − x̄)3

E(s2)E(s)

=
E(x3i − 3x2i x̄+ 3xx̄2 − x̄3)

σ2E(s)
=

E(x3i )− 3E(x2i x̄) + 3E(xx̄2)− E(x̄3)

σ2E(s)

=
(µ2 + σ2)µ− 3

[
−2µσ2

n + n+2
n σ2µ+ µ3

]
+ 2E(x̄3)

σ2E(s)
(Because E(xix̄

2) = E(x̄3))

=
(µ2 + σ2)µ− 3

[
−2µσ2

n + n+2
n σ2µ+ µ3

]
+ 2

(
−2µσ2/n2 + 3σ2µ/n+ µ3

)
σ2E(s)

=
−2(n− 2)(n− 1)µσ2

n2σ2E(s)
=

−2µ

E(s)

(n− 2)(n− 1)

n2

̸= −2µ

σ

故 b1 是真实偏斜度的有偏估计。

(2) 当 n 很⼤时，b1 可以看成是真实偏斜度的⼀个近似估计，因此可以正确估计偏斜度的符号，但是

当 n 很⼩、即样本⽐较少时，可能会造成⼀些误判。

3. 证明最优插值 (Optimal Interpolation, OI) 所导出的增益矩阵:

(
B−1 +HTR−1H

)−1
HTR−1

与基于三维变分法 (Three-Dimensional Variational Method, 3D-Var) 导出的增益矩阵:

(
BHT

) (
R+HBHT

)−1

相等。

证明：分别在两个矩阵的左边乘以
(
B−1 +HTR−1H

)
, 右边乘以

(
R+HBHT

)
, 有

最优插值的增益矩阵变为：(
B−1 +HTR−1H

) (
B−1 +HTR−1H

)−1
HTR−1

(
R+HBHT

)
= HTR−1

(
R+HBHT

)
= HT +HTR−1HBHT

基于三维变分法的增益矩阵变为：(
B−1 +HTR−1H

) (
BHT

) (
R+HBHT

)−1 (
R+HBHT

)
=

(
B−1 +HTR−1H

) (
BHT

)
= HT +HTR−1HBHT

对⽐上⾯最终的结果可以看到，两种⽅法导出的增益矩阵是相等的。
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